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2. STANDARDNI SIGNALI I PRIMJENA LAPLASOVE 
TRANSFORMACIJE 

 
Model objekta upravqawa je zadovoqavaju}i ako su reakcije modela i procesa bliske za ista 
vawska djelovawa. Vawska djelovawa (ulazi) su upravqa~ki signali i signali poreme}aja. 
Po`eqno je da se bliskost pona{awa modela i objekta analizira i ispita za proizvoqne 
vrijednosti ovih signala. Me}utim ovakvo pore|ewe nije prakti~no izvodqivo. Iz tog 
razloga su od interesa takozvani standardni signali. Oni trebaju da zadovoqe vi{e uslova 
od kojih su neki me|usobno kontradiktorni: 

¾ Da se mogu predstaviti jednostavnim funkcijama vremena (time je jednostavnija 
analiza i  realizacija takvog djelovwa na objekat) 

¾ Da su dovoqno kompleksni da se na osnovu odziva objekta na takvo djelovawe mo`e 
zakqu~iti o wegovom pona{awu za druge oblike ulaza 

¾  Oblika bliskog signalima koji djeluju na objekat u wegovom nominalnom re`imu 
 

Signali koji zadovoqavaju gorwe uslove su:  
¾ Signal jedini~nog skoka 
¾ Impulsna funkcija 
¾ Linearna (rampa ) funkcja  
¾ Sinusna funkcija. 

Navedeni signali su naj~e{}i i posebno }e biti razmatrani.  
 
Signal jedini~nog skoka 
Ovo je signal koji je najlak{e generisati i 
grafi~ki predstaviti. Mnogi ulazni signali 
objekta uravqawa se mogu pribli`no 
aproksimirati ovom funkcijom (ukqu~ivawe 
napona u elektri~nom kolu, skokovita promjena 
sile u mehani~kom sistemu, zakret kormila 
broda u ciqu promjene pravca ).  Pretpostavka 
je da ovaj signal ima vrijednost jedan od 
trenutka posmatrawa (t=0) {to je dato na Sl. 
2.1. Ovaj signal se obi~no opisuje sa: 

Vrijeme, t

f(t)

1

Sl. 2.1  Funkcija jedini~nog skoka





=
0:0
0:1

)(
p

f

t
t

tf  

 
Treba primjetiti da funkcija nije definisana za t=0, jer je pretpostavka da se u tom 
trenutku vrijednost skokovito promjeni sa 
nula na jedan. To predstavqa matemati~ku 
idealizaciju jer je za takvu promjenu 
neophodno neko, ma koliko kratko, vrijeme. 
Funkcija se ~esto ozna~ava i sa 1(t). 
Napomena. Od interesa je navesti i 
zaka{wenu jedini~nu funkciju za vrijednost 

τ, gdje je τ konstanta. Ova funkcija se 

zapisuje u obliku 1(t-τ), a predstavqena je 
grafi~ki na Sl. 2.2 

τ Vrijeme, t

f(t)

1

Sl. 2.2  Funkcija jedini~nog 

skoka zaka{wena za τ 
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Impulsna funkcija (Impulsni signal) 
Ova funkcija se jednostavno dobije derivirawem 
funkcije jedini~nog skoka.  Za lak{e 
razumijevawe oblika ove funkcije pogodno je 
po}i od wene aproksimacije date na Sl. 2.3. Ova 
aproksimacija odgovara razlici dvije  odsko~ne 

funkcije  sa skokom 1/ε pri ~emu je druga 

zaka{wena za ε u odnosu na prvu. U grani~nom 

slu~aju kada ε te`i vrijednosti nula dobija se 

impulsna funkcija. Ona se obi~no ozna~ava sa δ  
i  pi{e u obliku: 

ε Vrijeme, t

δ∗(t)

1/ε

ε Vrijeme, t

f(t)

1/ε

Vrijeme, t

f(t)

1/ε

 =∞→ 0;0 tε

∫
∞

∞−

= 1)( dttδ

≠ 0;0 t
 


== )(*lim)( tt δδ

. 

δ(t) 

Vrijeme, t 
Sl. 2.4 Grafi~ki prikaz impulsne 
funkcije 

Iz zadweg se vidi da funkcija ima beskona~nu 
vrijednost za t=0 ali je istovremeno povr{ina 
ispod funkcije kona~na i jednaka 1. Ona se grafi~ki obi~no predstavqa kao na Sl. 2.4. Bez 
obzira na neuobi~ajenu matemati~ku definiciju  ova funkcija je pogodna za aproksimaciju 
nekih signala. Signali intenzivnih smetwi koji su vrlo kratkog trajawa (sna`ni ali 
kratki udari vjetra na letjelicu, kratkotrajan kratak spoj u elektri~noj mre`i i sli~no) 
mogu se dosta uspje{no aproksimirati ovom funkcijom. 

Sl. 2.3  Aproksimacija impulsne 
funkcije 

 
Linearna (rampa ) funkcija 
Ako se uzme integral jedini~ne odsko~ne funkcije dobije se funkcija ~ija vrijednost raste 
linearno u vremenu od vrijednosti nula, koju ima u trenutku t=0. Ova funkcije se 
predstavqa izrazom: 





=
0;0
0;

)(
p

f

t
tt

tf  

O~igledno se tako|e mo`e predstaviti sa: 
f(t)=t1(t). Grafi~ki je ova funkcija predstavqena 
na Sl. 2.5. Sa dijagrama je o~igledno za{to se ova 
funkcija naziva i brzinskom funkcijom.   Ona je 
pogodna za predstavqawe signala koji se 
karakteri{u konstantnom promjenom  (ugao 
zakreta osovine motora koja se obr}e konstantnom 
brzinom). Specifi~nost ove funkcije je to {to sa 
vremenom wena vrijednost te`i prema beskona~nosti. 

f(t)

1

1

Vrijeme, t
Sl.2.5  Grafi~ki prikaz 
linearne funkcije 
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Eksponencijalna funkcija 

Polazi se od eksponencijalne funkcije 
. 2.718≈e;0;)( = − faetf at

1/a=T Vrijeme, t

f(t)

1

Tangenta na krivu u t=0 ima nagib odre|en 
prema: 

a−==0dt
ed

dt
df

t

at

t =
−

=0
)(

. 

Kako je eksponent neimenovan broj  zgodno je 
usvojiti T=1/a, jer se dobije konstanta koja 
ima dimneziju vremena. Tada je: 

Tdt
df

t

1
0

−=
=

Sl.2.6  Eksponencijalna funkcija . 

O~igledno za ve}e vrijednosti T funkcija f(t) ima sporiju promjenu (opadawe prema 
stacionarnoj vrijednosti). Vrijedi i obrnuto za poznat oblik f(t) mo`e se odrediti 
vrijednost T. Funkcija je grafi~ki predstavqena na Sl. 2.6.  
Funkcija je o~igledno razli~ita od nule za t<0, pa je od ve}eg prakti~nog zna~aja wena 
modifikacija data sa: 

01 fTt);()1 etf Tt()( /−−= . 

Grafik ove funkciju je dat na Sl. 2.7. Tangenta na krivu u t=0 ima nagib odre|en prema: 

1f(t)
Tt
1

0 ==
)

dt
ed

dt
df Tt

t
1

0
−

=
−

=
( /

.011)( 1 −=−= −eTf

. 

O~igledno za ve}e vrijednosti T funkcija f(t) 
ima sporiji porast prema stacionarnoj 
vrijednosti. Vrijedi i obrnuto; za poznat 
oblik f(t) mo`e se odrediti vrijednost T. 
Tako|e iz izraza: 

0.632

T Vrijeme, t
632.0368 =  

se vidi da funkcija za t=T ima vrijednost 

63.24% od vrijednosti  )(lim)( tff
t ∞→

=∞
Sl.2.7  Eksponencijalna funkcija 

( stacionarnog stawa). 
 
 
 
Sinusna funkcija 
Ova funkcija u slu~aju jedini~ne amplitude se mo`e napisati u obliku:  





=
00

0
p

f

t
tt

tf
;

;sin
)(

ω
 

Funkcija je osnova za kompletnu frekvencijsku analizu. Fenomen oscilovawa promjenqive 
bilo da se radi o ulaznom djelovawu, smetwi ili signalu koji generi{e sam sistem od 
posebnog su interesa. Veli~ine bitne za kompletno predstavqawe ovih funkcija su: 
amplituda, frekvencija i fazni pomak. U odnosu na osnovnu funkciju (sa jedini~nom 
amplitudom, jedini~nom frekvencijom i nultim faznim pomakom) na Sl. 2.8 - 2.11 su dati 
prikazi iste za: amplitudu 1.5, dvostruko ve}u frekvenciju i fazno ka{wewe za jedan 
radijan, respektivno.  
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f(t)=sin t 

 

f(t)=1.5 sin t 

                                        Sl.2.8      Sl.2.9   
 

f(t)=sin 2t

 

f(t)=sin(t-1) 

 
   Sl.2.10      Sl.2.11 
 
Napomena 
Re`im oscilacija sa konstantnom amplitudom je samo specijalan slu~aj ra`ima oscilovawa 
sa promjenqivom amplitudom (rastu}om ili opadaju}om). 
 
 

 2.1. LAPLASOVA (LAPLACE) TRANSFORMACIJA 
 
Problemi analize i sinteze svakog dinami~kog elementa/ sistema redovno su vezani za 
rje{avawe diferencijalnih jedna~ina. Jedan od najjednostavnijih postupaka rje{avawa tih 
jedna~ina je vezan za primjenu Laplasove transformacije. Iz tog razloga }e se kratko dati 
teoretske osnove ove transformacije i neke jednostavnije primjene. 
 
 
Def. 
 
Za posmatrani kontinualan signal (funkciju) ,0),( ∞<≤ ttf Laplasova transformacija je 
definisana sa 

{ } dttfesFtf st )()()(
0
∫
∞

−==l . 

Nakon operacije integracije nestaje nezavisna promjenqiva t, pa ostaje samo zavisnost od 

promjenqive s. Kompleksna promjenqiva s=σ+jω  je takva da izraz e-st u zadwoj jedna~ini 
predstavqa prigu{ewe. Navedeni integral }e konvergirati ako realna vrijednost 
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promjenqive s zadovoqava uslov σ>σa , gdje je  σa   realna pozitivna konstanta za koju 
vrijedi  

∞∫
∞

− pdttfe tsa )(
0

. 

Za ve}inu signala u sistemima upravqawa se ne mora posebno voditi ra~una o ovom 
problemu . Uvedena transformacija prevodi funkciju f(t)-original definisanu u vremenu u 
kompleksno podru~je F(s)-slika. Napomenimo jo{ da je transformacija ograni~ena na 
funkcije koje zadovoqavaju f(t)=0, t<0. Takve se funkcije nazivaju kauzalnim. 
Za poznatu funkciju F(s) kori{}ewem inverzne Laplasove transformacije mogu}e  je 
odrediti original prema 

{ } dssFe
j

tfsF
j

j

st )(
2
1)()(1 ∫

∞+

∞−

− ==
σ

σπ
l  

Koriste}i definicioni izraz mo`e se odrediti Laplasova transformacija funkcija f(t) 
koje se pojavquju u sistemima. Za slo`enije originale je ra~unawe definicionog integrala 
slo`eno. Iz tog razloga se odre|ivawe Laplasove transformacije slo`enijih funkcija 
svodi na  izra~unavawe preko transformacije elementarnih funkcija uz kori{}ewe 
pravila koja vrijede za Laplasovu transformaciju. 
 
Laplasova transformacija elementarnih funkcija 
 
-Funkcija jedini~nog skoka. 
U skladu sa definicijom Laplasove transformacije vrijedi:  

{ }
s

ee
s

e
s

dtedttetsF ststst 1)(1
0

1)(1)(1)( 0

00

=−−=
∞

−==== −∞−−
∞

−
∞

− ∫∫l  

Napomena. 
Na isti na~in se mo`e pokazati da za Laplasovu transformaciju odsko~ne funkcije 
nejedini~nog skoka a vrijedi. 

{ }
s
asFta == )()(1l . 

-Impulsna funkcija 
Prema definiciji Laplasove transformacije i impulsne funkcije vrijedi: 

{ } 1)()()()(
00

==== ∫∫
∞∞

− dttdttetsF st δδδl  

 Na sli~an an~in se mogu odrediti Laplasove transformacije slo`enijih funkcija. U tim 
slu~ajevima mogu}e su ra~unske gre{ke kod izra~unavawa odgovaraju}ih integrala. Iz tog 
razloga se ~esto koriste tablice Laplasovih transformacija elementarnih funkcija.  
 
 
Tablica Laplasove transformacije elementarnih funkcija 
Uobi~ajeni naziv funkcije f(t) F(s) 
Impulsna funkcija δ(t) 1 

Jedini~na odsko~na funkcija 1(t) 
s
1  

Eksponencijalna funkcija e-at 

as +
1

 

Sinusna funkcija sin at 
22 as

a
+

 

Kosinusna funkcija cos at 
22 as

s
+
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Osobine Laplasove transformacije  
  

1. Linearnost: l  )()(
11

sFatfa
l

i
ii

l

i
ii ∑∑

==

=








2. Vremensko (transportno) ka{wewe { } )()( sFetf sττ −=−l  

3. Pomjerawe komleksnog lika (prigu{ewe originala) { } )()( asFtfe at +=−l   

4. transformacija izvoda: −l 0
1

1

1 )()()(
=

=
−

−
−∑−=









t

k

i
i

i
ikk

k

k

dt
tfdssFs

dt
tfd

l  Specijalno u 

slu~aju prvog izvoda je o~igledno: 0)()()(
=−=









ttfssF
dt

tdf
l  

5. transformacija integrala:−l )(1)(
0

sF
s

df
t

=







∫ ττl  

6. Izvod kompleksnog lika { )()1()( tft
ds

sFd kk
k

k

l−= }. Isto svojstvo se ~e{}e koristi u 

obliku tako da odgovara mno`ewu originala linearnom funkcijom. Tada je 

prethodnu jedna~inu zgodno transformisati na { } k

k
kk

ds
sFdtft )()1()( −=l . 

Specijalno za k=1 vrijedi { }
ds

sdFtft )()1()( −=l  

7. Teorema po~etne vrijednosti lim )(lim)(
0

ssFtf
st ∞→→

=  

8. Teorema kona~ne vrijednosti )(lim)(lim
0

ssFtf
st →∞→

=  

9. transformacija konvolucije  −l )()()()( 21
0

21 sFsFdtff
t

=








−∫ τττl

10. Laplasova transformacija proizvoda funkcija 

{ } ςςς
π

σ

σ

dsFF
j

tftf
j

j

)()(
2
1)()( 2121 −= ∫

∞+

∞−

l  

 
Odrediti Laplasovu transformaciju funkcija datih u narednim primjerima    
 
Primjer 2.1 
f(t)=a+ bt+ ct2,     a,b,c=const. 
 
Rje{ewe 

{ } { } { } { }2
1

)(1)( ctbttatf
O

llll ++=  

{ } { } 2

6 1)1(
)(1

s
b

ds
s

d
bttbbt

O
=

−
== ll  

{ } { } 3

26
2 2)1(

)
s

c
ds

s
d

cttcct
O

=
−

=∗= ll  
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32

2)(
s
c

s
b

s
asF ++= . 

 
Primjer 2.2 
f(t)=eat-ebt,     a,b,=const 
 
Rje{ewe 

))((
11)(

1

bsas
ba

bsas
sF

O

−−
−

=
−

−
−

= . 

 
Primjer 2.3 
f(t)=(1+at)ebt,     a,b,=const 
 
Rje{ewe 

{ } { } 2

31

)(
1)(

bs
a

bs
teaesF

O
btbt

O

−
+

−
=+= ll . 

Primjer 2.4 
f(t)=cos(at) 
 
Rje{ewe 
Poznato je: 

ata
dt

atd cos)(sin
= , odatle je direktno

dt
atd

a
at )(sincos 1

= . 

Sada je o~igledno da vrijedi: 

{ } 2222

4 11
as

s
as

as
adt

atd
a

at
O

+
=

+
=







=

)(sincos ll  

 
 
 
 
 
 
 
Primjer 2.5 
f(t)=sin(3(t-2)) 1(t-2) 
 
Rje{ewe 

22 3
33
+

=
s

tF )(sin  

sO
e

s
sF 2

2

2

9
3 −

+
=)( . 

Primjer 2.6 
f(t)=e-atsinbt     a,b,=const 
 
Rje{ewe 

22

3

bas
bsF

O

++
=

)(
)( . 

 
Primjer 2.7 
f(t)=(t-1)2et-1 1(t-1)     
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Rje{ewe 
Kada bi se zanemarilo ka{wewe funkcija bi se svela na: 
f(t)=t2et      
Transformacija se mo`e odrediti (O6) kao druga derivacija transformacije funkcije et. 

{ } 3

2

2

2
6O

t2

)1s(
2

ds

)
)1s(

1(d

ds

)
1s

1(d
et

−
=

−
−

=−
−

=l  

{ } st e
s

et −−

−
=− 3

12

1
21

)(
)(l  

 
Inverzna Laplasova transformqcija 
Ve} je navedeno da je za poznatu funkciju F(s) kori{}ewem inverzne Laplasove 
transformacije mogu}e odrediti original prema 

{ } dssFe
j

tfsF
j

j

st )(
2
1)()(1 ∫

∞+

∞−

− ==
σ

σπ
l . 

Ra~unawe inverzije po ovom izrazu je veoma komplikovano pa se ista odre|uje na drugi 
na~in. Kao osnova se koriste znawa inverzne Laplasove transformacije elementarnih 
funkcija, ve} datih tabelom Laplasove transformacije. Daqe }emo posmatrati likove koji 
su oblika koli~nika polinoma: 

01
1

1

01

asasas

bsbsb
sQ
sPsF n

n
n

m
m

++++

++
==

−
− ...

...
)(
)()(  

gdje je n m jer se u teoriji sistema naj~e{}e susre}u ovake funkcije. Podsjetimo da su nule 
polinoma P(s) i Q(s) nule i polovi funkcije F(s), respektivno. Za nala`ewe inverzne 
Laplasove transformacoje su od posebnog interesa polovi funkcije koji predstavqaju 
rje{ewa jedna~ine: 

≥

001
1

1 =++++= −
− asasassQ n

n
n ...)(  

Zavisno od tih polova se razlikuje nekoliko slu~ajeva kod odre|ivawa inverzne Laplasove 
transformacije koji su daqe navedeni. 
 
Svi polovi su realni i prosti (jednostruki) 
 
U ovom slu~aju se F(s) mo`e napisati u obliku: 

))...()((
)()(

nssssss
sPsF

−−−
=

21
 

ili u obliku : 

)(
...

)()(
)(

n

n
ss

K
ss

K
ss

KsF
−

++
−

+
−

=
2

2

1

1 . 

Koeficijenti Ki se lako odre|uju metodom neodre|enih koeficijenata. Nakon toga se 
inverzna Laplasova transformacija direktno dobija iz tablice Laplasovih 
transformacija. 
 
Postoje kowugovano kompleksni polovi 
 
Predpostavimo da pored realnih postoje i kompleksni polovi funkcije F(s). U tom slu~aju 
F(s)  se mo`e predstaviti u obliku: 

...)(...)( +
−

+=+
−

+
++

+
=

1

3
1

1

3
2

21
ss

K
sF

ss
K

bass

KsKsF  
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Odre|ivawe inverzne Laplasove transformacije od F(s) je sada specifi~no samo za 
komponentu F1(s) koja ima par kowugovano kompleksnih polova. Istu je potrebno svesti na 
oblik 

22
21

1
βα ++

+
=

)(
)(

s

KsK
sF  

Vrijednosti α i β je lako odrediti iz 2α=a; α2+β2=b. 

Za poznate α i β se F1(s) lako napi{e u obliku: 

22
12

22
1

1
βα

α

βα

α

++

+
+

++

+
=

)()(

)(
)(

s

KK

s

sK
sF . 

Obe komponente funkcije su sade u obliku da se direktno mogu odrediti wihovi originali. 
 
Postoje vi{estruki polovi 
Uzmimo da F(s) ima trostruki realan pol u s=s1 a da su ostali polovi jednostruki. Tada se 
F(s) treba napisati u obliku: 

)(
)()()(

)( sR
ss

K

ss

K
ss

K
sF +

−
+

−
+

−
= 3

1

13
2

1

12

1

11 , 

gdje R(s) odgovara komponentama koje su posqedica svih preostalih polova. O~igledno se 
ra~unawe u ovom slu~aju svodi na korektnu primjenu osobine o derivaciji kompleksnog lika 
jer je svaki ~lan koji odgovara trostrukom polu, oblika derivacije prethodnog. 
  
 
Odrediti inverznu Laplasovu transformaciju funkcija datih u narednim 
primjerima    
 
Primjer 2.8 

Ss
ssF

2
1

2 +

+
=)(  

 
Rje{ewe 
Funkcija ima dva realna i prosta pola s1=0, s2=-2  pa se mo`e direktno napisati u obliku 

2
21

+
+=

s
K

s
KsF )( . 

Postupkom neodre|enih koeficijenata se lako dobije: 

2
1

2
1

21 == KK ; . 

tet
ss

tf 21
2
11

2
1

22
1

2
1 −− +=









+
+= )(

)(
)( l . 

 
 
Primjer 2.9 

sss
ssF

2
1

23

2

−−

+
=)(  

 
Rje{ewe 
Polovi funkcije su: s1=0, s2=2, s3=-1. 

12
321

+
+

−
+=

s
K

s
K

s
KsF )(     
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Vrijednosti koficijenata su: 
3
2

6
5

2
1

321 ==−= KKK ;; . 

tt eet
sss

tf −− ++−=






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+
+

−
+−=

3
2

6
51

2
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13
2

26
5

2
1 21 )(

)()(
)( l  

 
Primjer 2.10 

4110
7

2 ++
=

ss
sF )(  

 
Rje{ewe 
Polovi funkcije su: s1=-5+j4, s2=-5-j4. 

Funkciju treba transformisati u oblik 22
7

βα ++
=

)(
)(

s
sF .  

Tada je:  

2α=10,  α=5; 

α2+β2=41,  β=4. 

22 45
4

4
7

++
=

)(
)(

s
sF  

tetf t 4
4
7 5 sin)( −=  

 
 
 
Primjer 2.11 

102
5

2 ++

+
=

ss
ssF )(  

 
Rje{ewe 
Polovi funkcije su: s1=-1+j3, s2=-1-j3. 

Funkciju treba transformisati u oblik 22
5

βα ++

+
=

)(
)(

s
ssF . 

Tada je:  

2α=2,  α=1; 

α2+β2=10,  β=3. 

222222 31
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ss
s

s
ssF  

tetetf tt 3
3
43 sincos)( −− +=  

 
 
Primjer 2.12 

2)(
)(

ass
asF
+

=  

 
Rje{ewe 
Polovi funkcije su: s1=0, s2,3=-a. 
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2
22211
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K
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K1=1, K21=-1, K22=-a; 

2
11

)(
)(

as
a

ass
sF

+
−

+
−=  

f(t)=1-e-at-ate-at. 
 
Primjer 2.13 
Neka je pona{awe sistema opisano  datom diferencijalnom jedna~inom. Djelovawe na 
sistem je odre|eno funkcijom x(t), a izlaz sa y(t). Za nulte po~etne  uslove odrediti 
pona{awe sistema Y(s) za proizvoqno spoqa{we djelovawe. Zatim odrediti vrijednost 

kojoj }e te`iti izlaz sistema ako je za vawsko djelovawe poznato samo: . atx
t

=
∞→

)(lim

)()()( tkxty
dt
dyTT

dt
ydTT =+++ 212

2
21 . 

  
Rje{ewe 
Ako se primjeni Laplasova transformacija, diferencijalna jedna~ina se transformi{e u 
obi~nu algebarsku jedna~inu: 

[ ] [ ] )()()()()()()()( skXsYyssYTTysysYsTT =+−++′−− 000 21
2

21  
 
pa uz nulte po~etne uslove imamo 

)()()()()( skXsYssYTTsYsTT =+++ 21
2

21  

)(
)(

)( sX
sTTsTT

ksY
121

2
21 +++

= . 

Iz teksta zadatka i O8 Laplasove transformacije slijedi:  )(lim)(lim ssXatx
tt 0→∞→

== , pa je 

aksskXsX
sTTsTT

ksssYty
ssst

==
+++

==
→→→∞→

)(lim)(
)(

lim)(lim)(lim
021

2
2100 1

 

 
 
Primjer 2.14 
Na}i rje{ewe sqede}e diferencijalne jedna~ine: 

),()()()( tuty
dt

tdy
dt

tyd
=++ 232

2
za nulte po~etne uslove i u(t)=t, t>0. 

 
Rje{ewe 

[ ] 2
2 120300

s
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 3. MODELOVAWE DINAMI^KIH ELEMENATA I SISTEMA 
 
3.1. DIFERENCIJALNE JEDNA^INE DINAMI^KIH  ELEMENATA 
 
U dinami~kim sistemima se analizira preraspodjela energije, materija, informacija u 
vremenu pa je vrijeme nezavisna promjenqiva. Promjene energije i informacija se 
ispoqavaju kroz promjene odgovaraju}ih veli~ina u sistemu. Iz tog razloga su od interesa 
veze izme|u derivacija promjenqivih zavisnih od vremena. Ove zavisnosti se mogu izraziti 
diferencijelnim jedna~inama.  
Modelovawe dinami~kog elementa se svodi na postavqawe diferencijalne jedna~ine koja 
opisuje wegovo pona{awe. Ako se radi o elementu sa jednim ulazom i jednim izlazom  tada  
odgovaraju}a diferencijalna jedna~ini treba da daje vezu izme|u derivacija ove dvije 
veli~ine. Veza se mo`e zapisati diferencijalnom jedna~inom vi{eg reda. Ovo su modeli 
tipa ulaz-izlaz i jedan od oblika je 

0))(,...,)(),(,...,)(( =tu
dt

tudty
dt

tydl m

m

n

n

 

gdje je l neka nelinearna funkcija vi{e promjenqivih. Promjenqiva u(t) je ulaz elementa, a 
y(t) wegov izlaz. Kada na elemenat djeluje neka ulazna veli~ina, ka`emo da se radi o 
neautonomnom elementu, a opisuje se nehomogenom diferencijalnom jedna~iniom. Ako 
diferencijalna jedna~ina odgovara interakciji u stvarnom elementu tada }e weno rje{ewe 
odgovarati pona{awu modelovanog elementa.  Dakle, rje{avawe diferencijalne jedna~ine 
odgovara analizi pona{awa modelovanog dinami~kog elementa. Kako ne postoji op{te 
rje{ewe za rje{avawe raznih tipova diferencijalnih jedna~ina od posebnog je zna~aja da se 
elementi (kada god je to mogu}e) predstave linearnim diferencijalnim jedna~inama s 
konstantnim koeficijentima. 
 
Linearizacija modela datog zadwom nelinearnom jedna~inom  se svodi na to da lijevu stranu 

ove jedna~ine razvijemo u Taylor-ov red u okolini nekog ravnote`nog stawa . 

Pretpostavimo da se neko ravnote`no stawe sistema uspostavqa pri datoj konstantnoj 
vrijednosti ulaza u(t)=u

),( 00 yu

0 i da je izlaz sistema u tom stawu jednak odre|enoj konstantnoj 
vrijednosti y(t)=y0 . Prema tome,  u ravnote`nom stawu imamo da je 

0),...,0,,...,0( 00 =uyl . 
Neka su nadaqe od interesa promjene ulaza  ∆(u(t))=u(t)-u0  i izlaza ∆(y(t))=y(t)- y0  u 
okolini ravnote`nog stawa (u0 , y0). Na bazi aproksimacije prvog reda za funkciju l, koja se 
dobija izostavqawem ~lanova vi{eg reda u  Tajlorovom razvoju, dobija se linearna 
diferencijalna jedna~ina u odnosu na navedene promjene ulaza i izlaza. Zbog jednostavnijeg 

zapisivawa ovakvih jedna~ina naj~e{}e se ∆  uz sve promjenqive  izostavqa, a uvijek ima u 
vidu da se radi o promjenama (odstupawima) ovih promjenqivih u odnosu na wihove 
vrijednosti u datom ravnote`nom stawu. Dakle, linearizovani model nekog dinami~kog 
sistema je oblika 

)(...)()(...)()(
001

1

1 tub
dt

tudbtya
dt

tyda
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tyda m
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nn

n

n ++=+++ −

−

−  

gdje su koeficijenti a ),...,0(),1,...0( mibnk ik =−= odre|eni vrijednostima parcijalnih 

derivacija funkcije l( ) u ravnote`noj ta~ci prema: 
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Iz navedenog proizilazi da je prvi korak u analizi dinami~kog elementa formirawe 
odgovaraju}e diferencijalne jedna~ine koja opisuje wegovo pona{awe. Ovo se posti`e 
primjenom osnovnih zakona fizike. U ciqu ilustracije postupka navodi se dobijawe modela 
za neke karakteristi~ne slu~ajeve. 
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3.2. FUNKCIJA PRENOSA 
 
Poslije primjene Laplasove transformacije na diferencijalnu jedna~inu ulazno-izlaznog 
linearizovanog modela sistema n-tog reda dobijamo 

),()(...)()()(...)()( 00
1

10
1

1 xsfsUbsUsbsUsbsYasYsasYsa m
m

m
m

n
n

n
n +++=+++ −

−
−

−  

gdje ~lan f(s,x0) zavisi od po~etnih uslova. Kada su po~etni uslovi jednaki nuli imamo 
)()()( sUsGsY =  

gdje je funkcija prenosa  sistema data sa  

)(
)()(

sA
sBsG =  

i pri ~emu su A(s) i B(s) polinomi po kompleksnoj promjenqivoj s, respektivno, 

0
1

1

0
1

1

...)(

...)(

bsbsbsB

asasasA
m

m
m

m

n
n

n
n

+++=

+++=
−

−

−
−

. 

Funkcija prenosa je od posebnog zna~aja za analizu linearnih sistema, jer se za poznato G(s) 

i U(s) direktno mo`e odrediti Y(s). Tako|e, ako se napi{e 
)(
)()(

sU
sYsG = , o~igledno je da 

funkcija prenosa elementa predstavqa koli~nik Laplasovih transformacija izlaza i ulaza  
elementa pri nultim po~etnim uslovima. 
 
3.3 SISTEMI SA VI[E ULAZA 
 
U dijelu 3.1 je pretpostavqeno da odziv na izlazu  y(t) nekog sistema (elementa) zavisi samo 
od jednog ulaza u(t). Nakon linearizacije modela bilo je mogu}e definisati wegovu 
funkciju prenosa u odjeqku 3.2. Me|utim, ~e{}i je slu~aj da na izlaz sistema uti~e ve}i broj 
vawskih ulaza (djelovawa). Naprimjer, ako se radi o objektu upraqawa tada pored 
manipulativne promjenqive postoje i razni poreme}aji ( Sl. 1. 11). Tako|e je tipi~na 
situacija da neki poreme}aji imaju zna~ajan uticaj na pona{awe sistema, a da se djelovawe 
ostalih u ovom pogledu mo`e zanemariti. U ciqu pojednostavqewa daqih razmatrawa, 
pretpostavi}emo da na neki OU osim ulaza u(t), zna~ajniji uticaj na izlaz y(t) ima samo jo{ 
jedan poreme}aj d(t). Tada se dinami~ko pona{awe ovakvog  sistema mo`e opisati sa 
sqede}om  nelinearnom diferencijalnom jedna~inom 

0))(,...,)(),(,...,)(),(,...,)(( =td
dt

tddtu
dt

tudty
dt

tydl k

k

m
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n

n

 

Pretpostavqaju}i da se neko ravnote`nostawe ovog sistema uspostavqa pri datim 
konstantnim vrijednostima ulaza u(t)=u0 i poreme}aja d(t)=d0 za koje se dobija konstantna 
vrijednost izlaza y(t)=y0  , analogno postupku izlo`enom u odjeqku 3.1 dobija se sqede}a 
diferencijalna jedna~ina linearizovanog modela 
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Poslije primjene Laplasove transformacije na posledwe jedna~inu dobija se  
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gdje je D(s)= L(d(t)) i gdje f(s,x0 ) zavisi od po~etnih uslova. Ako se uvedu oznake  
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iz posledwe jedna~ine imamo 

)(
),(

)(
)(
)()(

)(
)()( 0

sA
xsf

sD
sA
sCsU

sA
sBsY ++=  

O~igledno je da se na osnovu ove jedna~ine mogu definisati dvije funkcije prenosa koje 
karakteri{u uticaj promjene ulaza u(t) na izlaz y(t) dat funkcijom prenosa  

)(
)()(

sA
sBsG =   

i tako|e, uticaj promjene poreme}aja d(t) na izlaz y(t) koji je dat funkcijom prenosa 
 

)(
)()(

sA
sCsGd =   

Drugim rije~ima, funkcija prenosa G(s) je data odnosom  Laplasove transformacije izlaza 
y(t) i Laplasove transformacije ulaza u(t) pri nultim po~etnim uslovima ( tada je  
 f(s,x0 )=0) i kada su promjene poreme}aja d(t) jednake nuli (D(s)=0). S druge strane, funkcija 
prenosa Gd(s) je data odnosom Y(s) i U(s) pri nultim po~etnim uslovima i uz pretpostavku da 
su promjene ulaza u(t) jednake nuli (U(s)=0). 
Zahvaquju}i linearnosti modela nekog sistema (objekta upravqawa, elementa i sl.) koji je 
dat linearnim diferencijanim jedna~inama ili algebarskim jedna~inama kada se koriste 
funkcije prenosa znatno je olak{ana analiza takvih sistema. Naprimjer, kod odre|ivawa 
odziva ovakvih sistema mo`e se koristiti princip superpozicije. 
 
 
Primjer  3.1 
 
Za mehani~ke translatorne sisteme na Sl. 3.1.a i 3.1.b formirati matemati~ke 
modele. 

x     x0               xd                          xm  
 
 
 
  

M 

P 

A                B   

  K                  F 

K 

F 

M 

P 
 
 
 
 
 

Sl. 3.1.a Sl. 3.1.b 
 
Rje{ewe: 
Uo~imo da u sistemu sa Sl. 3.1.a svi elementi imaju iste pomake i brzine. Wutnov zakon o 
odr`awu koli~ine kretawa za navedeni sistem glasi: 

po2

2

ffP
dt

xdM −−=  

gdje je: 
 x- polo`aj te`i{ta tijela mase M u odnosu ne referentni polo`aj  
 P- sila koja djeluje na sistem 
 fO- sila reakcije opruge 
 fp- sila reakcije progu{iva~a. 
Ako je prigu{iva~ sa koeficijentom viskozog trewa F tada se mo`e usvojiti da pribli`no 
vrijedi: 

dt
dxFf p =  
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(sila reakcije prigu{iva~a proporcionalna je brzini kretawa klipa). 
Tipi~na zavisnost sile reakcije opruge fp od pomjeraja x data je nelinearnom stati~kom 
karakteristikom prema Sl.3.2. 

Funkcija fo(x) je o~igledno nelinearna pa bi sistem korektno bio opisan diferencijalnom 
jedna~inom 

dt
dxF)x(fP

dt
xdM o2

2

−−=  

Za poznato P i po~etne uslove rje{ewe jedna~ine }e dati zavisno promjenqivu x. Dakle 
jedna~ina modelira zavisnost polo`aja mase M u pravcu x ose za poznato vawsko djeovawe 
predstavqeno silom P, pri poznatim po~etnim uslovima. Osnovna pote{ko}a je {to se 
radi o nelinearnoj diferencijalnoj jedna~ini. Da bi se ona prevela u odgovaraju}u 
linearnu potrebno je karakteristiku opruge zamijeniti linearnom (krivu treba 
aproksimirati pravcem). Sa slike je o~igledno da se tada mora uzeti u obzir nominalni 
radni re`im (radna ta~ka) i odstupawe od wega. Za ilustraciju su navedene dvije takve 
ta~ke (A,B). Pona{awe opruge  u wima je razli~ito, a kvalitet aproksimacije zavsi i od 
mogu}ih odstupawa od radne ta~ke. Uzmimo da se radni re`im odvija u okolini ta~ke A. 
Tada se mo`e usvojiti da vrijedi pribli`no: 

x
f

dx
dfKKxxf

∆
∆

≈== ,)(0  . 

Uz zadwu aproksimaciju diferencijalna jedna~ina se svodi na linearan oblik: 

 

,

,

2

2

2

2

PKx
dt
dxF

dt
dxM

dt
dxFKxP

dt
dxM

=++

−−=
 

 

Sl.3.2 

B 

A 
df ∆f 

∆x x0 

f

x 

Za zadato spoqa{we djelovawe P(t) i poznate po~etne uslove, rje{ewe jedna~ine pokazuje 
pribli`no kako }e se mijewati polo`aj mase M u pravcu x ose. 
 
U slu~aju sistema sa sl. 3.1.b vi{e ne vrijedi jednakost pomaka i brzina pojedinih elemenata 
u sistemu, ali vrijedi jednakost sila koje djeluju na pojedine elemente u sistemu, i sve su 
jednake P. Sada mo`emo pisati: 

.)(
),()( 0

mmd

mdd

xMxxF
xxFxxK

&&&&

&&

=−
−=−

 
(3.1) 

 
(3.2) 

Nakon sre|ivawa jedna~ina (3.1) i (3.2) dobijamo: 
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,0vvv
F
Mv

K
M

mmm =++ &&&  
 

gdje vm  brzina mase M, a v0 brzina ta~ke A. Zadwa jedna~ina matemati~ki opisuje zavisnost 
brzine ta~ke A i brzine mase M. 
 
 
Primjer 3.2 
 
Formirati matemati~ki model za proces 
slobodnog istjecawa te~nosti iz 
rezervoara, koji je prikazan na Sl. 1.5. 
Procesna veli~ina od interesa je nivo 
te~nosti u rezervoaru. 
 
Rje{ewe: 
Na Sl. 3.5 sa mu(t) i mi(t) su ozna~eni ulazni 
i izlazni maseni tokovi, respektivno. 
Povr{ina popre~nog presjeka rezervoara je 
data sa A, dok je sa H (H=H(t)) ozna~en nivo 
te~nosti u rezervoaru. Masa te~nosti u 

rezervoaru je ozna~ena sa M, a gustina sa ρ. 
Sa Ai(t) je ozna~ena veli~ina svijetlog 
presjeka ventila. 

 mu(t) 

M 

ρ mi(t) 

Ai(t) A 

H

Sl. 3.3  

@eqeni matemati~ki model }emo dobiti postavqawem jedna~ine masenog bilansa 
(jedna~ina odr`awa mase), koja glasi: 

.)()()()(
dt

tdHA
dt

tdMtmtm iu ρ==−  
 

(3.3) 

Istjecawe te~nosti kroz  ventil je dato jedna~inom: 

,)(2)()( tgHtAKtm ivi ρ=  (3.4) 

gdje je Kv konstanta koju za svaki ventil daje proizvo|a~. Smjenom jedna~ine (3.4) u jedna~inu 
(3.3), dobijamo: 

.)(2)()()( tgHtAK
dt

tdHAtm ivu ρρ +=  
 

(3.5) 

Jedna~ina (3.5) predstavqa tra`eni model. On je dat nelinearnom diferencijalnom 
jedna~inom. Nelinearnost se ne ogleda samo u prisustvu ~lana (2gH)1/2, ve} i zbog proizvoda 
Ai(2gH)1/2. Stoga, ovdje }emo provesti postupak linearizacije modela datog jedna~inom (3.5), 
i to metodom tangentne linearizacije. Da bismo objasnili su{tinu postupka poslu`i}emo 
se Sl. 3.4. Tangentna linearizacija se, ustvari, svodi na razvoj funkcije u Tejlorov red, u 
okolini neke radne ta~ke (na Sl. 3.4 nazna~ena sa R, (x0,y0)), te zadr`avawe samo linearnih 
~lanova u razvoju, dakle: 

...)(|
!2

1)(| 2
02

2

00 +−+−+= xx
dx

ydxx
dx
dyyy RR  , 
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i nakon toga 

Bitno je uo~iti da u relaciji (3.6) (linearizovani 
model), ustvari, imamo odstupawa pojedinih 
promjenqivih od wihovih vrijednosti u 
stacionarnom re`imu. [to su navedena odstupawa 
mawa, to }e linearizovani model boqe opisivati 
realni sistem. Do navedenog rezultata se moglo 
do}i i uzimawem diferencijala posmatrane 
funkcije y(x): 

 y=y(x)

y=y0 

x=x0

x 

y 

x 

∆x 

∆y dy R 

0 

Sl. 3.4  

.|

),(| 00

x
dx
dyy

xx
dx
dyyy

R

R

∆=∆

−+=
 

 
 
 
(3.6) 

,| dx
dx
dydy R=  

 
 

te nakon toga, prelaskom sa infinitezimalnih prirasta na kona~ne, {to bi rezultiralo 
relacijom (3.6). 
Primjenimo sada dobijene rezultate na jedna~inu (3.5). Odredi}emo prvo stacionarno 
stawe: 

,0=
dt
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(3.7) 

Daqe imamo: 
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Tra`ene parcijalne derivacije su date sa: 
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(3.8) 

 
 

(3.9) 
 

(3.10) 

U jedna~inama (3.8)-(3.10) konstanta R se naziva koeficijent otpora, a defini{e se kao 
prirast pritiska/prirast protoka.  
Konstanta C se naziva koeficijent kapaciteta, i karakteri{e mogu}nost akumulirawa mase 
u rezervoaru. Koeficijent kapaciteta defini{e se kao prirast akumulirane mase/prirast 
pritiska. 
Linearizovani model sada ima oblik: 

,11
ui

A m
C

A
C

K
H

RC
H ∆+∆−∆−=∆ &  

 
(3.11) 

Preure|ivawem jedna~ine (3.11), te ispu{tawem oznake ∆ (imamo u vidu da se i daqe radi o 
prirastima odgovaraju}ih veli~ina), dobijamo: 
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ozna~ena odgovaraju}a vremenska konstanta. 
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Primjer 3.3 
Formirati matemati~ki model jednosmjernog motora, ako je upravqan strujom u rotoru. 

 

Rje{ewe: 
Motori jednosmjerne struje su ~esto primjewivana vrsta aktuatora kod upravqawa 
procesima. Oni vr{e konverziju elektri~ne u mehani~ku energiju. [ematski prikaz 
jednosmjernog motora s optere}ewem dat je na Sl. 3.5. Nazna~eni su pobudno i kolo 
rotora. Sa Rp i Lp su nazna~eni otpornost i induktivnost pobudnog namotaja, 
respektivno. Analogno su sa Rr i Lr ozna~eni otpornost i induktivnost u kolu rotora, 
respektivno. Sli~no, Jm predstavqa moment inercije rotora zajedno sa optere}ewem, a 
sa  Fm je ozna~en koeficijent viskoznog trewa osovine rotora u wegovim le`ajevima. 
Sa P(t) je ozna~en promjenqivi moment optere}ewa. Ugaona brzina osovine rotora 
motora ozna~ena je sa . mθ&

 up 

    ur

   Rr

  

P(t) 

  

,FrJr &θm

  um

ir  Lr

 

Lp

    Rp 

   i p   
Jo,F    o  M

  

 Sl. 3.5

 
Ovdje }emo uvesti neke pretpostave, pod kojima se karakteristike motora mogu 
smatrati pribli`no linearnim: 
1.  Fluks u prostoru izme|u statora i rotora, proizveden strujom ip(t) u statorskom 

namotaju, je linearno srazmjeran struji ip(t), 
Φ( ) ( ),t K i tp p=  (3.12)

     Ina~e, karakteristika fluks-struja statora je nelinearna karakteristika 
     tipa histerezisa, ili tipa zasi}ewa, 
2.  Pokreta~ki moment motora je linearno srazmjeran proizvodu fluksa struje ip(t) i 

struje ir(t), 
       

M t K t t i tm r r( ) ( ) ( ) ( ).= Φ  (3.13) 

  
Smjenom jedna~ine (1.66) u jedna~inu (1.67) , dobijamo: 

M t K K i t i t K i t i tm r p p r M p r( ) ( ) ( ) ( ) ( ).= =  (3.14) 

Elektromotorna sila, na Sl. 3.5 ozna~ena sa um , indukuje se u rotoru kao posqedica 
obrtawa rotora, pri ~emu vrijedi: 

).()()()()()()( ttiKttiKKttKtu mpmmppmm θθθ &&& ==Φ=  
 

(3.15) 

Kako su jedna~ine (3.14) i (3.15) nelinearne, linearizova}emo ih usvajaju}i da je struja 
pobudnog namotaja konstantna. 

).()( tiKtM remm =  

).()( tKtu mmem θ&=  
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Napi{imo sada diferencijalnu jedna~inu koja izra`ava ravnote`u napona u kolu 
rotora.                                

),()()( tu
dt

dKtiR
dt

tdiL r
m

merr
r

r =++
θ

 
(3.16) 

 

Tako|e, ako usvojimo aproksimaciju za pokreta~ki moment Mm(t), jedna~inu dinami~ke 
ravnote`e momenata na osovini motora mo`emo napisati u linearnom obliku: 

)()( tP
dt

dF
dt

dJtiK m
m

m
mrem ++=

θθ
2

2
. 

Zadwe dvije jedna~ine predstavqaju linearni dinami~ki model motora upravqanog strujom rotora. 
Napomena: 
Po{to se radi o dvije jedna~ine one se mogu svesti na jednu u kojoj ne}e figurisati struja 
rotora. Tada kao ulazne prmjenqive ostaju napon rotora i moment optere}ewa, a izlazna 
promjenqiva ugao zakreta osovine rotora.  
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